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Рассматриваются вопросы математического 
моделирования и анализа динамических 
свойств подсистемы режущего инструмента 
для процесса точения, имеющего конечную 
жесткость в осевом направлении. В работе 
уделено особое внимание анализу 
устойчивости подсистемы режущего 
инструмента в осевом направлении в 
зависимости от варьирования двух параметров 
— времени запаздывания осевой 
составляющей силы резания от упругого 
смещения резца и жесткости процесса 
резания. 

  

The article deals with the problems of 
mathematical modeling and analysis of the 
dynamic properties of the cutting tool subsystem 
for the turning process, which has finite stiffness 
in the axial direction. In this work, special 
attention was paid to the analysis of the stability 
of the cutting tool subsystem in the axial 
direction, depending on the variation of two 
parameters - the time lag of the axial component 
of the cutting force from the elastic displacement 
of the tool and the rigidity of the cutting process. 
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Введение. Вопросы устойчивости процесса точения имеют важное значение для 
современного машиностроения. Сохранение устойчивости процесса резания влияет на точность и 
качество обрабатываемых поверхностей деталей машин, а также улучшают экономические 
показатели производственного процесса. В данной работе исследуется влияние запаздывания 
осевой составляющей силы резания и жесткости процесса резания на устойчивость 
технологической системы. Из работ [1–6] известно, что ряд параметров процесса резания в 
значительной мере влияют на динамику процесса точения. Важными параметрами, влияющими на 
динамику технологической системы и устойчивость процесса резания, являются трудно 
управляемые параметры, обусловленные физикой процесса резания. В частности, к таким 
параметрам относятся: время запаздывания осевой составляющей силы резания относительно 
упругого смещения подсистемы режущего инструмента и жесткость процесса резания [1–3, 5]. 
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Математическая модель. Ограничимся следующими допущениями: подсистема 
инструмента технологической системы имеет конечную жесткость только в осевом направлении 
𝑋, происходит запаздывание осевой составляющей силы резания 𝑃𝑋 относительно упругого 
смещения резца в осевом направлении 𝑋 [5]. На основе вышеприведенных ограничений составим 
концептуальную модель динамики технологической системы точения (рис. 1). 

 
Рис. 1. Концептуальная модель динамики технологической системы точения 

По концептуальной модели на основе уравнения Лагранжа II-го рода составим 
математическую модель динамики процесса точения, которая в векторно-матричной форме будет 
иметь вид (1). Следует отметить, что выражение (1) составлено в вариациях относительно 
стационарной траектории движения режущего инструмента. 

 

⎝

⎜
⎛

𝑑𝑑(𝑡)
𝑑𝑑

𝑑𝑑(𝑡)
𝑑𝑑

𝑑𝑑(𝑡)
𝑑𝑑 ⎠

⎟
⎞

=  �

0 1 0
− 𝑐

𝑚
− ℎ

𝑚
𝜌
𝑚

− 1
𝑇

0 − 1
𝑇

�  ∙  �
𝑥(𝑡)
𝑣(𝑡)
𝑢(𝑡)

�, (1) 

где  𝑚 — приведенная масса подсистемы инструмента в осевом направлении, кг∙ с
2

мм
; ℎ — 

приведенный коэффициент диссипации подсистемы инструмента в осевом направлении, кг∙с 
мм

; 𝑐 — 

приведенный коэффициент жесткости подсистемы инструмента в осевом направлении, кг 
мм

; 

ρ =  𝜅 · 𝜏 — агрегированная константа, имеющая смысл жесткости процесса резания, кг 
мм

; 𝑇 — 
постоянная времени, характеризующая задержку осевой составляющей силы резания 𝑃𝑋 от 
смещения резца в направлении 𝑋, с. 

Из выражения (1) выделим системную матрицу, которая описывает динамические свойства 
технологической системы точения. Системная матрица будет иметь вид (2) 

 

𝐴 =  

⎝

⎜
⎛

0 1 0

−
𝑐
𝑚

−
ℎ
𝑚

𝜌
𝑚

−
1
𝑇

0 −
1
𝑇⎠

⎟
⎞

  (2) 

 



 

 

№4(13) 2018 Молодой исследователь Дона 

http://mid-journal.ru 154 

Анализ устойчивости системы. Используя системную матрицу (2), получим 
характеристическое уравнение системы (3)  

𝑎3𝜆3 +  𝑎2𝜆2 +  𝑎3𝜆 +  𝑎0 = 0, (3) 
где 𝑎3 = 𝑇 · 𝑚; 𝑎2 = 𝑇 · ℎ + 𝑚;  𝑎1 = 𝑇 · 𝑐 + 𝑚;   𝑎0 = 𝑐 +  ρ. 

Как можно наблюдать, все коэффициенты характеристического уравнения (3) зависят от 

времени запаздывания и жесткости. Задавшись значениями параметров 𝑚 =  0,01 кг ∙ с
2

мм
; ℎ =

 0,1 кг ∙ с
мм

; 𝑐 =  100 кг
мм

; 𝑇 ∈  [10−8 ;  0,1] и ρ ∈  [0 ;  100], выполним анализ устойчивости 
технологической системы по анализу корней характеристического уравнения (3) на плоскости 
параметров (𝑇 − ρ). Для этих целей множество непрерывных значений параметров 𝑇 и ρ было 
заменено дискретным набором значений с определенным шагом. Таким образом на плоскости 
(𝑇 − ρ) была получена сетка точек. В каждой точке сетки был выполнен анализ устойчивости 
технологической системы. Результат компьютерного моделирования динамики системы на 
плоскости варьируемых параметров (𝑇 − ρ) приведен на рис. 2. 

 
Рис. 2. Компьютерное моделирование динамики технологической системы 

точения на плоскости варьируемых параметров (𝑇 − ρ) 
 

Анализируя результаты, представленные на рис. 2, можно сделать ряд выводов: 
1) если значение жесткости процесса резания ρ < ρуст  при любом значении времени 

запаздывания 𝑇 осевой составляющей силы резания 𝑃𝑋 , система будет устойчивой; 
2) если ρ > ρуст, то имеет место область значений задержки 𝑇, при которых система будет 

терять устойчивость. Так, например, при ρ > ρуст, если 𝑇1 <  𝑇 < 𝑇2, то система точения будет 
неустойчивой. 

Выводы. Показано, что в зависимости от значений пары параметров — времени задержки 
𝑇 осевой составляющий силы резания 𝑃𝑋 от упругого смещения резца в осевом направлении Х и 
жесткости процесса резания ρ, технологическая система точения может потерять устойчивость, то 
есть перестать выполнять свою функцию. Следует отметить, что непосредственно выполнять 
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управление значениями параметров 𝑇 и ρ не представляется возможным. Тем не менее, можно 
добиться повышения устойчивости процесса точения, если выполнять диагностирование его 
ненаблюдаемого состояния и на основе полученной информации выполнять коррекцию закона 
управления процессом в реальном масштабе времени. 
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