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Рассматривается решение задачи аналитиче-
ского определения коэффициентов жесткости 
при кручении продольно-крутильных ультра-
звуковых волноводов, используемых в процес-
се электроакустического нанесения износо-
стойких покрытий. Определение коэффициен-
тов жесткости для продольно-крутильных ка-
налов распространения волн позволяет решить 
проблему анализа и синтеза такого типа вол-
новодов. 

  
The article is devoted to the solution to the prob-
lem of analytical determination of stiffness coef-
ficients for torsion of longitudinal-torsion ultra-
sonic waveguides used for electroacoustic appli-
cation of wear-resistant coatings. The analytical 
determination of the stiffness coefficients of this 
type of waveguide allows solving the problems of 
analysis and synthesis of naturally twisted longi-
tudinally twisting waveguides. 
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Введение. Рассмотрим решение задач анализа и синтеза продольно-крутильного ультразву-
кового волновода. При этом будем исходить из основ теории динамики трансформации ультразву-
ковых колебаний [1]. Чтобы аналитически определить коэффициенты жесткости продольно-
крутильного ультразвукового волновода, рассмотрим кручение стержня, имеющего закрученную 
форму. Жесткость такого типа стержня при кручении определяется по формуле [2] 
 2 ( , )C G U r rdrd

Ω

= φ φ∫∫ ,  (1) 

где Ω — площадь сечения волновода. 
Основная часть. При определении функции напряжения U(r,ϕ) исходим из того, что она 

удовлетворяет уравнению (2) в области сечения волновода и обращается в нуль на его контуре. 
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Симметрия области поперечного сечения волновода позволяет рассматривать одну чет-
верть его сечения (рис. 1). 

 
Рис. 1. Четверть поперечного сечения волновода 
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При этом нормальные производные функции U(r,ϕ) на линии ОА и ОВ приравняем к нулю.  
Рассмотрим полученную область и разделим ее на сектора I, II и III. Допустим, что в этих 

секторах функция U(r,ϕ) равна U1(r, ϕ), U2 (r, ϕ) и U3(r, ϕ) соответственно. 
Введем новые переменные t и r: 

 .  (3) 

Жесткость при кручении будет определяться по формуле (4): 
 𝑐 = 4 ∙ 𝑛 ∙ 𝐺∬ 𝑈(𝑡,ϕ) ∙ 𝑎2 ∙ 𝑒2𝑡𝑑𝑡 ∙ 𝑑ϕ0

Ω∗ , (4) 

где Ω* — площадь четверти сечения, n — количество выточек волновода. 
Представим функцию Ui (r,ϕ) (i = 1, 2, 3) в виде: 

 [ ]
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= φ = +Φ φ .  (5) 

Для определения функции Фi (t, ϕ) получим дифференциальное уравнение 
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где 1 2
1;  1 ;

2 2
π π  φ = φ = ⋅ − ⋅α α 

 α — постоянное число, характеризующее ширину выточки. 

Результаты вычислений позволяют утверждать, что жесткость при кручении круглого вол-
новода с продольными винтовыми пазами определяется по формуле (8): 
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где: 
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Приведенное решение задачи о кручении стало основой для разработки алгоритма и про-
граммы аналитического определения жесткости при кручении волновода с естественно закручен-
ным сечением. 

Для волновода с поперечным сечением (см. рис. 1) площадь определяется по формуле [3]: 

 2 2 2 21 2
1 24 2 2

2 2
a b a bφ φ Ω = ⋅ π⋅ ⋅ + π⋅ ⋅ = ⋅ ⋅φ + ⋅ ⋅φ π π 

.  (10) 

Момент инерции сечения: 
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Из формул (3) и (4) получаем: 
 ( )2

i2 2 ,iU R t⋅ + = ⋅Φ φ .  (12) 

Следовательно, 
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Рассмотрев каждую область поперечного сечения и выполнив необходимые преобразова-
ния, получим: 
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Расчет производится по квадратурной формуле Гаусса для 32 узлов и весов [4]. 
Заключение. Чтобы определить коэффициенты жесткости, следует в формулу для их вы-

числения подставить разность 0 0
r rJ T− , рассчитанную по (14). 

Реализация практической задачи определения коэффициентов жесткости аналитическим 
методом позволяет решить задачу анализа и синтеза естественно закрученных продольно-
крутильных волноводов. 
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