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Рассматривается методика расчета 

трехслойной балки с легким заполнителем с 

учетом ползучести среднего слоя. Приведен 

пример расчета для шарнирно опертой по 

концам балки под действием равномерно 

распределенной нагрузки. В качестве закона 

ползучести используется линейное уравнение 

Максвелла-Томпсона. 

 The article deals with the technique of calculation 

of a three-layer beam with a light core taking into 

account the creep of the middle layer. It provides 

the example of calculation for a simply supported 

at the ends beam under uniformly distributed 

load. As creep law, the authors use Maxwell-

Thompson linear equation. 
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Введение. Изделия, в состав которых входят полимеры, в большей степени, чем многие 

другие строительные материалы подвержены ползучести. Поскольку средний слой трехслойных 

панелей часто изготавливается из пенопластов, указанное свойство необходимо учитывать при 

проектировании. Учет ползучести сопряжен с решением сложных систем интегро-

дифференциальных уравнений [1–7], что значительно препятствует использованию аппарата 

теории ползучести в практике инженерных расчетов. В настоящей статье приводится 

сравнительно простой метод расчета трехслойной балки с учетом ползучести, который может 

быть применен в инженерной практике. 

Основная часть. Рассматривается шарнирно-опертая по концам балка, загруженная 

равномерно распределенной нагрузкой q (рис. 1).  

 
Рис. 1. Расчетная схема 
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При выводе уравнений принимаются следующие гипотезы: 

1. Изгибающий момент полностью воспринимается обшивками.  

Исходя из этой гипотезы, изгибающий момент связан с напряжениями в верхней и нижней 

обшивке следующим образом: 
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где b  – ширина балки, h  – высота,   – толщина обшивок. 

Равенство (1) можно переписать в виде: 
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где 
2

2h
bI   – момент инерции обшивок. 

2. Перемещения по толщине заполнителя распределены по линейному закону: 
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где нu  и вu – соответственно перемещения нижней и верхней обшивки. 

3. Поперечная сила полностью воспринимается заполнителем, заполнитель работает только 

на сдвиг, и касательные напряжения по его толщине постоянны. Исходя из этой гипотезы, 

поперечная сила определяется следующим образом: 

 ,bhGbhQ el
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где зG  – модуль сдвига заполнителя, 

       el
c – упругая деформация сдвига заполнителя, представляющая разность между полной 

сдвиговой деформацией и деформацией ползучести: 
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Вывод разрешающих уравнений. Напряжения в обшивках связаны с перемещениями 

следующим образом: 
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где E  – модуль упругости обшивок. 

 Подставив (5) в (2), получим: 
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Перемещения и деформации заполнителя связаны соотношением Коши: 
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 Подставим (8) в (5), а затем (5) в (4): 
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 Согласно теореме Журавского, поперечная сила связана с интенсивностью равномерно 

распределенной нагрузки следующим образом: 
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Дифференцируя (9) по x , получим: 
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Подставив (7) в (10), получим основное разрешающее уравнение: 
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Методика решения задачи. Уравнение (11) решается численно методом конечных 

разностей. Изгибающий момент и поперечная сила для рассматриваемой балки определяются 

следующим образом: 
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Граничные условия имеют вид .00   lxx ww   На первом этапе выполняется решение 

упругой задачи ( 0с  ).  Из формулы (4) следует, что для статически определимой балки 

касательные напряжения в процессе ползучести не меняются. Если закон ползучести задан в 

дифференциальной форме, то зная деформацию ползучести и напряжение в текущий момент 

времени, можно определить скорость роста деформации ползучести и ее величину в момент 

времени tt  : 
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Результаты и обсуждение. Была решена тестовая задача при следующих исходных 

данных: мl 5.1 , мкНq /82.0 ,  МПаGз 25 , МПаE 51071.0  , b = 0.1 м, h = 0.06 м, 

   = 1 мм. Использовался закон деформирования, который описывается уравнением 

Максвелла-Томпсона [8]: 
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где 56 МПа сут   – коэффициент вязкости заполнителя, МПаH 15  —длительный 

модуль сдвига заполнителя. 

Полученный в результате график роста прогиба в середине пролета приведен на рис. 2. 
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Рис. 2. График роста прогиба 

Отметим, что при законе ползучести (12) можно аналитически определить наибольший 

прогиб балки в конце процесса ползучести. Для этого сначала определим прогиб в середине 

пролета при 0t .  Дифференциальное уравнение (11) для начального момента времени запишется 

в виде: 
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где bhA  . 

Интегрируя уравнение (13), получим: 
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Постоянные 
1С  и 

2С  определяем из граничных условий: 
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Выражение для прогиба в середине пролета принимает вид: 
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При использовании уравнения (12) связь между полными деформациями сдвига и 

касательными напряжениями в заполнителе при t  имеет вид: 

cc H . 

Таким образом, чтобы получить прогиб в конце процесса ползучести, достаточно в 

выражении (14) заменить мгновенный модуль сдвига заполнителя 
зG  на длительный модуль H . 

Подставляя исходные данные в формулу (14), при 0t  получим ммw 77.5max  , а при 

t  ммw 79.6max  . Результаты, полученные численно, практически совпадают с 

аналитическим решением. 
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Заключение. При решении тестовой задачи рассмотрен один из простейших законов 

ползучести, справедливый для линейно вязкоупругого материала. Однако уравнение (11) 

позволяет задавать произвольный закон ползучести, в том числе и нелинейный. Для полимеров 

хорошо согласуется с экспериментальными данными нелинейное уравнение Максвелла-Гуревича 

[9]. Методика определения релаксационных констант, входящих в указанное уравнение, 

приводится в работах [9-10]. 
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